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Exercices a faire en priorité : 1-2-3-4-5-6. Les exercices marqués d’un &'sont des exercices plus difficiles, plus
longs, ou plus loin du cours.

Exercices de révision.

Exercice 1. Représentations conformes.

On rappelle que z — iiE2 est une équivalence conforme entre D et H.

1—=

1. La fonction log est inversible, d’inverse exp, de {(z) > 0} vers {—7/2 < () < 7/2}.

2. 1l suffit de trouver une fonction harmonique sur {—7/2 < $(z) < 7/2} qui vaut —1 sur §(z) = —7w/2 et
1 sur §(z) = 7/2, on peut prendre 23(z).
On vérifie ensuite que exp envoie (z) = —7w/2 sur D~ = {R(z) = 0} N {S(z) < 0} et J(2) = 7/2 sur
DT = {R(z) = 0} N {S(2) > 0}, et donc 23(log(z)) = 2 arg(z) vaut 0 sur D~ et 1 sur D*. 1l suffit

ensuite de vérifier que z — {2, qui est une équivalence conforme de D sur H, préserve le signe de la

partie imaginaire, et donc % arg (ﬁi) + % définit une fonction harmonique sur D qui tend vers 1 sur la

partie supérieure du cercle et vers —1 sur la partie inférieure.

Exercice 2. Fonctions harmoniques sur des anneaux.
Soit A lanneau r < |z| < R, et u une fonction harmonique sur A. On va démontrer que u est de la forme
Rf(z) + alog|z| pour un certain o € R.

1. 490 = A, donc 9(20u) = 0.

2. Les fonctions holomorphes sur I’anneau A sont données par les séries de Laurent convergentes de la forme
Z anz".
nez
Une telle série admet une primitive si et seulement si a_; = 0, et on peut récupérer a_; comme
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pour r < p < R.

3. On développe g(pe??)e'® = (cos(0)0,u + sin(0)dyu) + i(sin(0)dyu — cos(0)dyu).

)
On reconnait alors que 3(pg(pe’)e! 4 (u(pe')), et donc
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Ainsi, on a bien $(«a) = 0.

Alternativement, on peut écrire du = Oudz + Oudz, c’est une 1-forme sur A. En notant i : § — A
I'injection du cercle S de rayon p dans A, on a i*du = d(i*u) (la restriction de du & S est la dérivée
extérieure de la restriction de u a S). La formule de Stokes donne alors |, g "du =0, et donc

/8udz: —/éudf.
S s

Comme u est & valeurs réelles, Oudz = Oudz, et on en déduit que 2ira = /. g Oudz est égal a l'inverse de
son conjugué, et est donc un nombre imaginaire pur, donc « est réel.

IMerci & Hadrien pour ce raton-laveur en Tikz !



4. Considérons v = R(f) + alog|z|, et démontrons qu’elle est constante. Pour ce faire, on écrit localement
log |z| = R(log(z)), et donc localement v = R(f + alog(z)). On va montrer que 9,v = dyu et Iyv = Iyu,
ce qui montrera que v = v. Pour ce faire, on peut procéder de bien des maniéres. Par exemple, on peut
se rappeler que pour h holomorphe, on a d,h = h' et 9,h = ih’. On calcule alors

0,0 = RO, f + adylog(z)) = R(g — a/z+ a/z) = R(g) = Oyu
et
Oyv = R(0y [ + adylog(z)) = R(ig — ia/z + ia/z) = —=S(g) = Oyu.
Ainsi, u et v différent d’une constante.

Exercice 3. Fonctions sans points fixes.
Soit f : C — C une fonction entiére telle que f o f n’a pas de point fixe.

1. On remarque tout d’abord que f ne peut pas avoir de point fixe. Ainsi, %ﬁ;z est bien une fonction

entiére, et elle évite la valeur 0 car f(f(z)) # z pour tout z € C. De méme, elle évite la valeur 1, car si
f(f(2)) =2z = f(2) — z alors f(f(2)) = f(z) et en appliquant encore f on a f(f(w)) = f(w) = w pour
w = f(z). Ainsi, f(f(2)) —z =a(f(z) — z) pour un a # 0, 1.

2. On dérive I'égalité ci-dessus, pour I’égalité
F(f@)f (z) = 1=af'(z) —a.
Si f/(z) =0, on trouve 1 = a, ce qui n’est pas possible. On peut donc diviser, et on obtient :

l1—a

FUE) =at Frs

Comme ﬁ #0, f'(f(2)) ne prend jamais la valeur a.

3. Comme f'(f(z)) ne s’annule pas et n’atteint pas la valeur q, elle est constante par le théoréme de Picard.
Alnsi, f’ est constante sur l'image de f, qui est par le théoréme de Picard C ou C\ {«}, et donc f’ est
constante. Il s’ensuit que f(z) = pz + ¢, et donc f(f(2)) = p*2+pg+q. Sip* # 1, p’z+pg+q =2
admet une solution, donc p? = 1. Si p = —1, on a f(f(z)) = z qui n’a que des points fixes, et donc p = 1
et f est une translation.

Exercice 4. Une famille normale.
Soit p > 0, on note F,, 'ensemble des fonctions holomorphes sur D vérifiant |f|r» < 1.

1. On utilise la formule de Cauchy

1 °n f(peie) Zedo
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On prend les valeurs absolues, et on trouve
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5 a une masse totale de 1 sur [0, 2], on peut appliquer I'inégalité de

Comme t — tP est convexe et que
Jensen et on a
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Comme p > 1et p<1,onapP < p. En vérifiant que |z| < r, on obtient finalement 'inégalité voulue, a
savoir

2m
p P i0y|P
17 < gl [ 1) a0



2. Pour p>r+e,ona (pfr)p < Eip et donc

En intégrant de r + ¢ & 1, on obtient

2meP 2mweP
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A—r—of()P < = /+ / |F(0e)|” dbpdp = — /| L i)

3. Comme f‘ (w)]d\(w) < 1, on a

w|>r+e |f

1
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ce qui prouve que F, est uniformément bornée sur D(0,7), et donc sur tout compact de D.

Exercice 5. Obstructions et reformulations.
Soit U un ouvert simplement connexe de C, S C U un ensemble fini, V =U \ S.

1. On considére
Res

d
0-C—=0WV)Zow) =5 c—o.

Une suite exacte est une suite pour laquelle 'image d’une fléche est le noyau de la suivante. La premiére
fleche est I'injection des fonctions constantes dans O(V'). L’exactitude en le premier O(V') revient a dire
que les fonctions constantes (image de C) sont exactement celles de dérivée nulle (noyau de d/dz), ce qui
est vrai car V est connexe.

Pour I'exactitude en C*, c’est la surjectivité de Res qu’il faut démontrer : pour avoir Res(f) = (Ba)acs,
il suffit de prendre f =3 ¢ (Z’B_—“)

Reste a voir I'exactitude au deuxiéme O(V) : elle revient & dire que les fonctions dans I'image de d/dz,
c’est-a-dire celles admettant une primitive, sont exactement celles qui n’ont pas de résidu. Les fonctions
admettant une primitive n’ont clairement pas de résidus. Dans 'autre sens, si une fonction n’a pas de
résidus, on peut (grace a la caractérisation des fonctions holomorphes sur un disque épointé) 1’écrire
comme f(z) = g(2) + > ,cq ﬁha (ﬁ), ot g est une fonction holomorphe sur U et h, est une
fonction entiére. Comme U est simplement connexe, g admet une primitive, et si H, est une primitive

de h,, alors —H, ( L ) est une primitive de (2—#)2}1@ (

zZ—a

L) Ainsi, f admet bien une primitive.
z—a

2. On considére
0= 2inZ — OV) 2B o(v)x Ze=odlog, 75y,

L’exactitude en 2i7Z et O(V) est évidente, voyons I'exactitude en Z° : elle revient & dire que pour

n = (ng)ecs, il existe une fonction f,, telle que Res,(dlog(fn)) = n,. On peut pour f, prendre
[[,c5(z —a)", et on a bien la surjectivité de Res o dlog.
Reste exactitude en O(V)*, qui se traduit comme : "une fonction holomorphe inversible est une

exponentielle si et seulement si sa dérivée logarithmique n’a pas de résidus". Dans le sens direct, c’est
facile : si f = e", alors dlog(f) = A/, qui n’a pas de résidus car c’est une dérivée. Réciproquement, si
dlog(f) = f'/f n’a pas de résidus, elle admet une primitive h, et on peut vérifier que fe™" est constante,
donc f est bien dans 'image de exp.

Remarque. En toute généralité, sans supposition quelconque sur 'ouvert connexe V' C C, on a des suites
exactes

d
0— H(V,C) - O(V) L OV) - HY(V,C) - 0
et
0— H'(V,Z) - O(V) Z2 O(V)* - HY(V,Z) — 0.

Dans notre cas, on peut voir H'(V, R) comme Hompg(H;(V, R), R), et selon cette vision, on peut voir une
fonction holomorphe f comme une forme linéaire sur H;(V,C) sur les générateurs par [o] — [ f(z)dz (en



prenant un représentant suffisamment lisse de o, qui existe toujours). Cette définition est valide car I'intégrale
de f sur un cycle homologue a 0 sera nulle (c’est essentiellement la formule de Stokes : un cycle homologue a
0 est un bord !)

(2

Dans la méme veine, on peut montrer que fa 7o) dz € 2intZ, et la derniére fléche dans la deuxiéme suite exacte

f <JH % ; J;((j))dz).

est donnée par

Exercice 6. Théoréme de Von Dantzig.

1. Rappelons les identités importantes cosh(iu) = cosu et sinh(iu) = isinu. Soit £ € R, on considére la
fonction méromorphe
sin(ma)

_—2imz€
fz)=e cosh(mz) + Cos(ﬂ-a)’

que l'on va intégrer sur le contour rectangulaire vp de sommets R, R + 2i, —R + 2i, —R ou R > 0 est
un réel que l'on fera tendre vers 'infini. Les poles de f sont les solutions de ’équation

cosh(mz) 4 cos(ma) = 0 <= €*™* + 2¢™ cos(ma) + 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est —4sin?(wa), et on trouve donc

e = — cos(pia) £+ isin(wa)

donc z = im(1 & a) + 2nim Les poles sont tous simples, et les deux seuls & avoir une partie imaginaire
entre 0 et 2 sont & =i(1 —a) et B =4i(1 + a) et le théoréme des résidus nous donne

/ f(z)dz = 2mi(Res(f, o) + Res(f, B)).

Calculons les résidus, on trouve

e 2T gin(ra) 2" (1% gin(7a)

Resq (f) = = =

msinh(ma) imsin(m — wa) i

627r(1—a)z

e2r(lta)w

et de méme, Resg(f) = —%———. Ainsi on trouve

(2)dz = —4e*™ sinh(2max).
TR

On décompose maintenant 'intégrale suivant les quatre intégrales sur les segments

R 2 -R 0
. f(z)dz:[Rf(t)dt+/O f(RJrzu)zdqu/R f(t+22)dt+/2 f(=R+ iu)idu,

puis on fait tendre R — oo pour obtenir que les intégrales sur les segments verticaux tendent vers 0 : en
effet, par exemple pour la premiére, en minorant |cosh(w(R 4 iu))| via |cosh(z + iy)|* = sinh® z + cos? y,
on a pour R assez grand

e271'u|:7(:\
R+iu)| < ——————,
[F(R +iu)] sinh(rR) — 1
et
2 R p R 2647r|x\
U )1 <2 ) < ——.
|| sy <2 swp (7R < Gt
On regroupe les deux intégrales restantes en observant que
f(Z + 21) — 672i7rz£647r§ Sin(ﬂa’) _ 647\'§f‘(z)7

cosh(7z) + cos(ma)
ce qui donne, en notant I(£) lintégrale a calculer, que
(1 —e*™)I(z) = —4€*™ sinh(27af),

ce qui conclut.



2. C’est une application directe de la formule précédente au cas o a = %

Exercice 7. Produits de Blaschke &

Soit D le disque unité. Pour a € D, on définit le facteur de Blaschke ¢,: D — C par
z—a

Yo(z) i = ———, Yz € D.

T 1-az
1. On a
2| =1 = |1 —az| = |2(1 — Za)| = |z —a| = |pa(2)] = 1.
Par le principe du maximum on en déduit que |p,(z)| < 1 dés que z € D.

Pour voir que ¢_, est I'inverse de ¢p,, il suffit d’utiliser la formule d’inversion pour les homographies :

Iinverse de ¢, est
z+a

— =_o(2).
T iva: ¥ (2)

2. (a) Solent as,...a, € C tels que {a1,...,a,} C {z € C: ¢p(z) = w}. Soit B = [[;_, ¢, le produit
fini de Blaschke associé a {zq,...,2,}. La fonction ¥ = ¢, o ¢ est a valeurs dans D et s’annule
précisément en les z;. Donc ¢ = B, g avec g € O(D).

(b) On sait que |By,(z)| — 1 uniformément quand |z| — 1. Ainsi, comme [¢)(2)| < 1 pour tout z, on a
sup [g(2)] < nf [1/By ()] == 1
jol=r o=
et donc par principe du maximum, |g(0)| < inf, sup ., [g(2)| < 1.
(c) On a
lw| = [¢(0)] = |B(0)g(0)| < [B(0)].

Finalement, en prenant 'inverse et en appliquant log on obtient & la limite

> log (|i|) < log(1/ [w]).

p(z)=w

3. Comme f est bornée, on peut supposer que Vz € D, |f(2)] < 1 et w:= f(0) # 0. Soit ¢ = @, 0 f qui
vérifie : D — D et p(0) = 0. Il est clair que, avec multiplicités

f(z2) =0 <= p(2) = —w.

D’aprés la question précédente on a Zjoil log (ﬁ) < log(1/ Jw]) < oo et la série de terme général
J

log (ﬁ) converge. Comme |a;| im0, par le principe des zéros isolés, on a log (ﬁ) ~1—la;| et

donc finalement la série de terme général 1 — |a;| converge.

4. Posons | |
On| Gn — 2
b'n, =1 n _——
(2) = 14 ga(2) = 2l 222
Donc )
(|an|” = lan])z + an(lan| — 1) lan|z +an
n = = n|l —1)———
9n(2) an(1 —a,z) (Jan] = 1) 1—a,z
ot (L4 D0 = Janl) _ 1+12]
+ |z — |a + |z
lgn(2)| < == < (1 — [anl).

|1 —@,z| P
Ceci montre que la série des g, (z) est normalement convergente sur tout compact de . Etant donné

un compact K de D, g,|x sera suffisamment petite pour n assez grand (disons n > Ng) pour que
log(b,,) = log(1 + g,) existe. On aura alors

Nk
H bn(2) = H bn(2) - exp ( Z log(1 + gn)) :

n>1 n>Ng

Comme la série des g, converge normalement sur K, la série des log(1l 4+ g,) converge uniformément
(méme normalement aussi) sur K, ce qui garantit la convergence uniforme du produit infini.



5. Commengons par montrer qu’il existe une suite (a,)n>1 de D telle que > (1 — |an|) < oo et dont
I’ensemble des points d’accumulation est exactement K. Comme X est un espace métrique compact
il est séparable et donc il existe une suite {u,}n>1 de K dont I'ensemble des valeurs d’adhérence est
exactement K. Posons alors a,, = (1—n"2)u,, pour tout n. La suite a bien les propriétés voulues puisque
1—|a,| =n"2et a, — u, — 0. On note A I'image de la suite et A’ = {1/@, : n > 1}.
On va démontrer qu’on peut en fait étendre le produit

oo
|an|
H T@an
n=1 n

aC\(KUA).

Soit X ¢ C\ (K UA’) un compact. Justifions qu’il existe 6 > 0 tel que |1 — @,z| > § pour tout z € K
et n entier. Supposons le contraire, alors il existe une suite (wy,), d’éléments de X et une suite (o),
d’éléments de A (ce n’est pas forcément une sous-suite de (ay),) telles que 1 — @, wy, — 0. Quitte & ex-
traire une sous-suite convergente de ces suites on peut supposer que a,, = @ € KUA et w, - w € KUA.
On en déduit que 1 —aw = 0, donc w = ﬁ Sia € K,onalal? =1, et donc on a une contradiction car

XNK = . Sinon, a € A, et donc ﬁ est dans A’, ce qui donne encore une contradiction car XNA’ = 0.

On est enfin en mesure de construire la fonction voulue, qui sera le produit de Blaschke B associé aux
ap. Soit X C C\ (K UA’) un compact. Posons M = sup,cx |2| < oo et 6 = inf,>1 |1 —a,z| > 0.
Rappelons qu’on a établi la majoration

(L +[2) (1 = [an])

lgn(2)] < = a7 , VzeC,
ce qui donne
1+ M)(1-|a,
sup |gn(2)| < ( )g 9.1)
zeK

Ainsi ), g, converge normalement sur K, donc le produit []°~; (1 + g,(2)) converge uniformément sur
K et y définit un prolongement holomorphe de B. Le produit de Blaschke se prolonge donc a C\ (KUA'),
et donc au voisinage de tout point de T\ K. Si B admet un prolongement analytique f au voisinage de
w € K, les zéros de f, qui sont exactement les a,,, s’accumulent en w et par prolongement analytique,
f est identiquement nulle mais c’est absurde puisque le produit B n’est pas nul sur DD par la question
précédente.



